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Le the´ore`me de Bertini en famille
Olivier BENOIST
Re´sume´
On majore la dimension de l’ensemble des hypersurfaces de PN dont
l’intersection avec une varie´te´ projective inte`gre fixe´e n’est pas inte`gre. Les
majorations obtenues sont optimales. Comme application, on construit,
quand c’est possible, des hypersurfaces dont les intersections avec toutes
les varie´te´s d’une famille de varie´te´s projectives inte`gres sont inte`gres. Le
degre´ des hypersurfaces construites est explicite.
Abstract
We give upper bounds for the dimension of the set of hypersurfaces
of PN whose intersection with a fixed integral projective variety is not
integral. Our upper bounds are optimal. As an application, we construct,
when possible, hypersurfaces whose intersections with all the varieties of
a family of integral projective varieties are integral. The degree of the
hypersurfaces we construct is explicit.
On fixeK un corps de caracte´ristique quelconque, qui sera syste´matiquement
sous-entendu. Par exemple, PN = PNK . Par sous-varie´te´ de P
N , on entendra
sous-sche´ma ferme´ ge´ome´triquement inte`gre de PN . On note He = He,N =
P(H0(PN ,O(e))) l’espace des hypersurfaces de degre´ e de PN .
Si X ⊂ PN est une sous-varie´te´, on notera F inte (X) (resp. F
igr
e (X)) le
sous-ensemble de He constitue´ des hypersurfaces dont l’intersection avec X
n’est pas ge´ome´triquement inte`gre de codimension 1 dans X (resp. n’est pas
ge´ome´triquement irre´ductible et ge´ne´riquement re´duite de codimension 1 dans
X). Le the´ore`me de Bertini (voir par exemple [9] I 6.10) montre que si dim(X) ≥
2, F inte (X) est strictement inclus dans He.
Pour les questions que nous allons e´tudier, la proprie´te´ « irre´ductible et
ge´ne´riquement re´duit » se comporte mieux que l’inte´grite´. D’autre part, pour
faire fonctionner des arguments de de´formation, nous aurons besoin de savoir
que ces mauvais lieux sont ferme´s. C’est pourquoi nous allons utiliser la variante
suivante du the´ore`me de Bertini, qui fait l’objet de la premie`re partie de cet
article.
The´ore`me 0.1. Soit X une sous-varie´te´ de PN de dimension ≥ 2. Alors
F inte (X) et F
igr
e (X) sont des ferme´s stricts de He.
Quand K est infini, une conse´quence de ce the´ore`me est qu’il existe des
hypersurfaces dans le comple´mentaire de F inte (X) (resp. F
igr
e (X)). On cherche
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dans cet article a` obtenir une version « en famille » de ce the´ore`me. On se pose
plus pre´cise´ment la question suivante :
Question 0.2. E´tant donne´e une famille de sous-varie´te´s de dimension ≥ 2
de PN , peut-on trouver une hypersurface dont les intersections avec toutes les
varie´te´s de cette famille soient ge´ome´triquement inte`gres (resp. ge´ome´triquement
irre´ductibles et ge´ne´riquement re´duites) ? Si la re´ponse est positive, peut-on
trouver une telle hypersurface de petit degre´ ?
En fait, cela revient a` controˆler, pour chaque varie´te´ X de la famille, la codi-
mension de F inte (X) (resp. F
igr
e (X)) dans He. Plus pre´cise´ment, il faut re´pondre
a` la question suivante :
Question 0.3. La codimension de F inte (X) (resp. F
igr
e (X)) dans He tend-elle
vers l’infini avec e ?
Dans la deuxie`me partie de cet article, on obtient des minorations optimales
de codimHe(F
igr
e (X)) en fonction de e et de dim(X). En particulier, la re´ponse
a` la question 0.3 pour F igre (X) est positive. L’e´nonce´ est le suivant :
The´ore`me 0.4. Soit X une sous-varie´te´ de PN de dimension n ≥ 2. Alors :
codimHe(F
igr
e (X)) ≥
{
n− 1 si e = 1(
e+n−1
e
)
− n si e ≥ 2.
De plus, ces bornes sont optimales. Elles sont atteintes pour un coˆne sur une
courbe quand e = 1 et pour un espace line´aire quand e ≥ 2.
On en de´duit dans la troisie`me partie des minorations analogues pour F inte (X).
L’e´nonce´ qui suit montre que la re´ponse a` la question 0.3 pour F inte (X) est po-
sitive si et seulement si X n’a pas de point ferme´ de profondeur 1.
The´ore`me 0.5. Soit X une sous-varie´te´ de PN de dimension n ≥ 2. Alors :
(i) Si X n’a pas de point de profondeur 1 et de codimension > 1,
codimHe(F
int
e (X)) ≥
{
n− 1 si e = 1(
e+n−1
e
)
− n si e ≥ 2.
(ii) Si X n’a pas de point ferme´ de profondeur 1,
codimHe(F
int
e (X)) ≥

e+ 1 si n ≥ 3
e− 1 si n = 2 et e ≥ 2
1 si n = 2 et e = 1.
(iii) Si X posse`de un point ferme´ de profondeur 1,
codimHe(F
int
e (X)) = 1 pour tout e.
De plus, ces bornes sont optimales.
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Remarquons que la condition « ne pas posse´der de point ferme´ de profondeur
1 et de codimension > 1 » est la condition S2 de Serre. Elle est en particulier
ve´rifie´e pour les varie´te´s normales et les varie´te´s de Cohen-Macaulay.
Enfin, dans une quatrie`me partie, on obtient le the´ore`me suivant re´pondant
a` la question 0.2. La restriction sur les fibres de la famille, dans le cas inte`gre,
est ne´cessaire au vu du the´ore`me pre´ce´dent.
The´ore`me 0.6. Soit une famille plate de sous-varie´te´s de dimension n ≥ 2 de
PN , c’est-a`-dire un diagramme commutatif de K-sche´mas de type fini :
X
i
//
pi

PN × V
pr2
{{ww
w
w
w
w
w
w
w
V
ou` pi est plat a` fibres ge´ome´triquement inte`gres de dimension n ≥ 2 et i est une
immersion ferme´e. Alors :
(i) Soit e tel que
(
e+n−1
e
)
− n− 1 ≥ dim(V ). L’ensemble des hypersurface H
de PN de degre´ e telles que pour tout v ∈ V , Xv ∩H est ge´ome´triquement
irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit de codimension 1 dans Xv contient un
ouvert non vide.
(ii) Soit e ≥ dim(V ) + 2. Supposons que les Xv n’ont pas de points ferme´s de
profondeur 1. Alors l’ensemble des hypersurfaces H de PN de degre´ e telles
que pour tout v ∈ V , Xv ∩H est ge´ome´triquement inte`gre de codimension
1 dans Xv contient un ouvert non vide.
Si V est propre, ces ensembles sont des ouverts non vides. Enfin, quand le corps
K est infini, on peut trouver une telle hypersurface H de´finie sur K.
Ces questions ont e´te´ motive´es par les constructions de [1] de varie´te´s dont
le fibre´ cotangent est ample. En particulier, le the´ore`me 0.5 corrige et pre´cise
Lemma 12 de loc. cit., errone´.
Quand K est fini, les me´thodes utilise´es ici pour prouver le the´ore`me 0.6
ne permettent pas de construire une hypersurface de´finie sur K. L’analogue
de cette question pour la version lisse du the´ore`me de Bertini a e´te´ e´tudie´e et
re´solue par Poonen dans [10].
Je tiens a` remercier chaleureusement O. Debarre pour les nombreux conseils
qu’il m’a donne´s.
1 The´ore`me de Bertini
On va de´montrer dans cette partie le the´ore`me 0.1.
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1.1 Ouverture de la proprie´te´ « irre´ductible et ge´ne´rique-
ment re´duit »
Pour cela, on va commencer par de´terminer des conditions sur une famille
de sche´mas sous lesquelles l’ensemble des fibres qui sont irre´ductibles et ge´ne´-
riquement re´duites est ouvert : c’est le roˆle de la proposition 1.1. C’est une
proposition tre`s proche d’e´nonce´s de [6], et les de´monstrations sont calque´es sur
celles s’y trouvant. Par conse´quent, on multipliera les re´fe´rences a` cet ouvrage.
Proposition 1.1. Soit f : X → S un morphisme de sche´mas propre, plat et de
pre´sentation finie. On suppose que les composantes irre´ductibles des fibres de f
sont toutes de la meˆme dimension n. Alors l’ensemble E des s ∈ S tels que Xs
est ge´ome´triquement irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit est ouvert dans S.
Preuve. On scinde la preuve en plusieurs e´tapes.
Etape 1 : Sous les hypothe`ses de l’e´nonce´, si S est le spectre d’un anneau
de valuation discre`te de point ge´ne´rique s′ et de point ferme´ s, si de plus les
composantes irre´ductibles de Xs′ sont ge´ome´triquement irre´ductibles, alors si
s ∈ E, on a e´galement s′ ∈ E.
Montrons d’abord que Xs′ est ge´ome´triquement ge´ne´riquement re´duit. Par
[6] 12.1.1 (vii), l’ensemble U des x ∈ X tels que Xf(x) est ge´ome´triquement
re´duit en x est ouvert dans X . Son comple´mentaire F est donc ferme´. Par
hypothe`se, Fs est de dimension < n. Or, par proprete´ de f , la dimension des
fibres de f : F → S est semi-continue supe´rieurement, donc dim(Fs′ ) < n, et
Xs′ est bien ge´ome´triquement ge´ne´riquement re´duit.
Supposons ensuite par l’absurde que Xs′ ne soit pas irre´ductible, et soient
η1 et η2 deux points maximaux distincts de Xs′ . Par proprete´, la dimension des
fibres de f : {ηi} → S est semi-continue supe´rieurement. On peut donc choisir
un point maximal zi de {ηi}s dont l’adhe´rence est de dimension ≥ n. Comme
les composantes irre´ductibles de Xs sont de dimension n par hypothe`se, zi est
ne´cessairement un point maximal de Xs.
Par [5] 2.3.4, qui s’applique par platitude, on voit que les points maximaux
de X sont exactement ceux de Xs′ . Cela permet de ve´rifier les hypothe`ses de
[5] 3.4.1.1 et de montrer que si z1 et z2 co¨ıncidaient, on aurait
long((OXs )z1) ≥ long((OX)η1) + long((OX)η2) ≥ 2,
ce qui est impossible car Xs est ge´ne´riquement re´duit. Ainsi, z1 6= z2, donc Xs
n’est pas irre´ductible, ce qui est absurde.
Etape 2 : Sous les hypothe`ses de l’e´nonce´, si S est affine noethe´rien inte`gre
de point ge´ne´rique s′, si de plus les composantes irre´ductibles de Xs′ sont ge´ome´-
triquement irre´ductibles, et si E est non vide, alors s′ ∈ E.
Supposons que s ∈ E est diffe´rent de s′. Par [2] 7.1.7, qui s’applique par
noethe´rianite´, on peut trouver un sche´ma T , spectre d’un anneau de valuation
discre`te de point ferme´ t et de point ge´ne´rique t′, et un morphisme g : T → S tel
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que g(t) = s et g(t′) = s′. On peut alors appliquer l’e´tape 1 apre`s changement
de base par g, ce qui montre s′ ∈ E.
Etape 3 : Sous les hypothe`ses de l’e´nonce´, si S = Spec(A) est affine noethe´-
rien, E est stable par ge´ne´risation.
On se donne s ∈ E et s′ une ge´ne´risation de s : on veut montrer que s′ ∈ E.
Quitte a` remplacer S par {s′}, on peut supposer S inte`gre de point ge´ne´rique
s′.
Par [5] 4.6.8, il existe une extension finie K˜ deK = Frac(A) telle que les com-
posantes irre´ductibles de (Xs′)K˜ soient ge´ome´triquement irre´ductibles. Comme
il existe une base de K˜ sur K forme´e d’e´le´ments entiers sur A, l’anneau A˜ en-
gendre´ par ces e´le´ments est fini sur A et est de corps de fractions K˜. On pose
S˜ = Spec(A˜), de sorte que le morphisme g : S˜ → S est surjectif car fini et
dominant.
On peut alors appliquer l’e´tape 2 apre`s avoir change´ de base par g. Notons
E˜ l’ensemble e´vident. On a E˜ = g−1(E), donc E = g(E˜) par surjectivite´ de g.
Comme E˜ contient le point ge´ne´rique de S˜, E contient bien le point ge´ne´rique
de S, ce qui conclut.
Etape 4 : Sous les hypothe`ses de l’e´nonce´, E est ouvert.
Comme la proposition est locale sur S, on peut supposer que S = Spec(A)
est affine.
Quand S est noethe´rien, on va montrer que E est ouvert en appliquant
le crite`re [3] 0.9.2.5. Ve´rifions-en les hypothe`ses. D’une part, E est stable par
ge´ne´risation par l’e´tape 3. D’autre part, E est localement constructible par [6]
9.7.7 et 9.8.7.
Si A n’est pas noethe´rien, on e´crit A comme limite inductive de ses sous-
anneaux de type fini sur Z. Alors, par [6] 8.9.1, 8.10.5 (xii) et 11.2.6, on peut trou-
ver un sous-anneau noethe´rien A0 de A et un morphisme f0 : X0 → Spec(A0)
ve´rifiant les meˆme proprie´te´s que f , et tel que f soit obtenu a` partir de f0 par
extension des scalaires. Si g : Spec(A) → Spec(A0) est le changement de base
et si E0 est l’ensemble e´vident, on a E = g
−1(E0). Comme E0 est ouvert par le
cas noethe´rien, E est ouvert. D’ou` le re´sultat.
1.2 De´monstration du the´ore`me
De´montrons maintenant la version dont nous aurons besoin du the´ore`me de
Bertini, c’est-a`-dire le the´ore`me 0.1.
Preuve du the´ore`me. Par [9] I 6.10 applique´ a` l’inclusion de X dans PN ,
F inte (X) est strictement inclus dans He. Comme F
igr
e (X) ⊂ F
int
e (X), il suffit de
montrer que F inte (X) et F
igr
e (X) sont ferme´s dans He. On fait la preuve pour
F igre (X) ; la fermeture de F
int
e (X) se montre de la meˆme manie`re en utilisant
[6] 12.2.4 (viii) a` la place de la proposition 1.1.
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On introduit Z ⊂ PN × He la famille parame´trant les ZH = X ∩ H et
q : Z → He la projection canonique. On note U l’ouvert de He ou` X * H .
Comme le polynoˆme de Hilbert de ses fibres est constant, en appliquant le
crite`re III 9.9 de [8], on voit que qU : q
−1(U)→ U est plat. Soit alors U ′ le sous-
ensemble de U constitue´ des H tels que X∩H est ge´ome´triquement irre´ductible
et ge´ne´riquement re´duit. Il est ouvert par la proposition 1.1. Par conse´quent,
F igre (X), qui est le comple´mentaire de U
′ dans He, est ferme´.
2 Minoration de la codimension de F igre (X)
Cette partie contient la de´monstration du the´ore`me 0.4. Comme celui-ci est
insensible a` l’extension des scalaires, on supposera que K est alge´briquement
clos.
L’ide´e d’utiliser une de´ge´ne´rescence deX vers une re´union d’espaces line´aires
pour montrer ce the´ore`me est due a` Zak.
2.1 Optimalite´ des minorants
On montre dans ce paragraphe que les minorations du the´ore`me 0.4 sont
optimales.
Proposition 2.1. Soit n ≥ 2 et e ≥ 1. Alors on peut trouver une sous-varie´te´
X d’un espace projectif PN pour laquelle l’ine´galite´ du the´ore`me 0.4 est une
e´galite´.
Preuve. Si e ≥ 2, le lemme 2.2 ci-dessous montre qu’on peut prendre pour X
un sous-espace line´aire de dimension n de PN .
Si e = 1, on choisit pour X un coˆne de base une courbe inte`gre de degre´ ≥ 2
et de sommet un sous-espace line´aire L de dimension n − 2 de PN . Notons G
l’ensemble des e´le´ments deH1 contenant L. Si H ∈ G, X∩H est re´union de sous-
espaces line´aires de PN et ne peut donc eˆtre irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit
pour raison de degre´. Par conse´quent, G ⊂ F igr1 (X). D’autre part, par le lemme
2.3 ci-dessous, codimH1(G) = n− 1. On en de´duit codimH1(F
igr
1 (X)) ≤ n− 1 et
donc que l’ine´galite´ de 0.4 est une e´galite´.
Lemme 2.2. Soit X un sous-espace line´aire de dimension n de PN , et e ≥ 2.
Alors :
codimHe(F
igr
e (X)) =
(
e + n− 1
e
)
− n
De´monstration. On est imme´diatement ramene´s au cas ou` N = n et X =
Pn. Les points ferme´s de F igre (P
n) correspondent aux hypersurfaces dont une
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e´quation n’est pas irre´ductible, donc est re´union de sous-ensembles correspon-
dant aux degre´s k et e− k des deux facteurs d’une de´composition. Ceci permet
de calculer :
codimHe(F
igr
e (P
n)) = min1≤k≤e−1
((
e+n
n
)
−
(
k+n
n
)
−
(
e−k+n
n
)
+ 1
)
= mink∈{1,e−1}
((
e+n
n
)
−
(
k+n
n
)
−
(
e−k+n
n
)
+ 1
)
=
(
e+n
n
)
− n− 1−
(
e−1+n
n
)
+ 1
=
(
e+n−1
e
)
− n.
Lemme 2.3. Soit X une sous-varie´te´ de PN de dimension n. Notons G l’en-
semble des hypersurfaces de degre´ e contenant X. On a
codimHe(G) ≥
(
e+ n
e
)
.
De plus, quand X est un sous-espace line´aire de PN , on a e´galite´.
Preuve. Soit L un sous-espace line´aire de dimension N − n − 1 de PN ne
rencontrant pas X . Les fibres de la projection piL : X → Pn depuis L sont toutes
finies non vides. Ceci montre que G et l’ensemble C des coˆnes de sommet L ne
s’intersectent pas dans He. On peut alors appliquer le the´ore`me de l’intersection
projective :
codimHe(G) ≥ dim(C) + 1 =
(
e+ n
e
)
.
Finalement, quand X est un sous-espace line´aire de PN , X et L sont supple´-
mentaires dans PN , et on voit facilement que G et C sont des sous-espaces
line´aires supple´mentaires dans He. On a alors
codimHe(G) = dim(C) + 1 =
(
e+ n
e
)
.
2.2 Re´duction au cas d’une hypersurface qui est un coˆne
sur une courbe plane
Dans ce paragraphe, on pre´pare la preuve du the´ore`me 0.4 en effectuant un
certain nombre de re´ductions. On commence par se ramener par projection au
cas ou` X est une hypersurface.
Proposition 2.4. Le the´ore`me 0.4 se de´duit du cas particulier ou` X est une
hypersurface.
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Preuve. Si X = PN , c’est le lemme 2.2 quand e ≥ 2 ou le lemme 2.3 quand
e = 1. Si X est une hypersurface, il n’y a rien a` de´montrer.
Si X est de codimension ≥ 2 dans PN , on choisit, par le the´ore`me de Bertini
lisse, un sous-espace line´aire L1 de dimension N − n de PN dont l’intersection
avecX est constitue´e de points re´duits Pi. Soit L2 un hyperplan de L1 contenant
P1 et aucun des Pi, i > 1, et L un hyperplan de L2 ne contenant pas P1. On note
pi : PN → Pn+1 la projection depuis L et Q = pi(P1). La varie´te´ Y = pi(X) munie
de sa structure re´duite est une hypersurface de Pn+1 ; on conside`re pi|X : X → Y .
Par construction, pi|−1X (Q) est le point re´duit P1. Par conse´quent, comme pi|X
est propre, pi|X est ge´ne´riquement fini de degre´ 1, c’est-a`-dire birationnel. On
notera E le ferme´ strict de Y au-dessus duquel pi|X n’est pas un isomorphisme.
Soit C le ferme´ de He,N constitue´ des coˆnes de sommet L. Par the´ore`me de
l’intersection projective,
codimHe,N (F
igr
e (X)) ≥ codimC(F
igr
e (X) ∩ C).
On ve´rifie en comparant les diviseurs de Cartier que pi∗OPn+1(e) = OPN\{L}(e),
et que tirer en arrie`re les sections globales induit une bijection pi∗ entre He,n+1
et C. Moyennant cette identification entre He,n+1 et C, on va montrer que
(F igre (X) ∩ C) ⊂ F
igr
e (Y ) ∪ G,
ou` G de´signe l’ensemble des hypersurfaces contenant une composante irre´ductible
de E de codimension 1 dans Y . On pourra alors conclure en appliquant l’hy-
pothe`se a` Y d’une part, et le lemme 2.3 d’autre part.
Pour cela, soit H /∈ F igre (Y )∪G. Comme H /∈ G, (Y ∩H) \E est dense dans
(Y ∩H), et pi|X e´tant surjectif, (X ∩pi
∗H) \pi|−1X (E) est dense dans (X ∩pi
∗H).
Comme S /∈ F igre (Y ), (Y ∩H)\E est irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit. C’est
donc aussi le cas de (X ∩pi∗H)\pi|−1X (E) qui lui est isomorphe, et de (X ∩pi
∗H)
par densite´. On a donc bien H /∈ (F igre (X) ∩ C).
Un argument de de´formation permet ensuite d’effectuer la re´duction sui-
vante :
Proposition 2.5. Le the´ore`me 0.4 se de´duit du cas particulier ou` X est une
hypersurface qui est un coˆne sur une courbe plane.
Preuve. Par 2.4, on peut supposer que X est une hypersurface. Par Bertini, on
choisit des coordonne´es dans lesquelles elle est d’e´quation G(x0, . . . , xN ) = 0 de
sorte que la courbe G(x0, x1, x2, 0, . . . , 0) = 0 soit inte`gre. Soit X la sous-varie´te´
de PN × A1 d’e´quation G(x0, x1, x2, tx3, . . . , txN ) = 0. C’est une famille plate
d’hypersurfaces de PN , triviale de fibre X au-dessus de A1 \ {0}, et telle que X0
est un coˆne sur une courbe plane inte`gre.
Soit F le sous-ensemble de A1×He constitue´ des (t,H) tels que Xt∩H n’est
pas irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit de codimension 1 dans Xt. Comme dans
la preuve en 1.2 du the´ore`me 0.1, on montre que F est ferme´ dans A1 ×He.
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Les fibres de p1 : F → A1 sont les p
−1
1 (t) = F
igr
e (Xt). Par fermeture de F ,
p1 est propre, donc la dimension de ses fibres est semi-continue supe´rieurement.
Ainsi, il existe t 6= 0 tel que dim(F igre (Xt)) ≤ dim(F
igr
e (X0)). Comme Xt est
projectivement e´quivalente a`X et que l’on sait majorer la dimension de F igre (X0)
par hypothe`se, on peut conclure.
2.3 Fin de la de´monstration
Achevons de de´montrer le the´ore`me 0.4. On va adopter la meˆme strate´gie
qu’en 2.5, en utilisant maintenant une de´formation de X en une re´union d’hy-
perplans.
Preuve du the´ore`me 0.4.
Etape 1 : Construction d’une de´formation.
Par la proposition 2.5, on suppose que X est une hypersurface d’e´quation
G(x0, x1, x2) = 0, qui est un coˆne de sommet l’espace line´aire S d’e´quations
x0 = x1 = x2 = 0 sur une courbe plane inte`gre C de degre´ d. Par Bertini,
on choisit nos coordonne´es de sorte que G(x0, x1, 0) = 0 soit constitue´ de d
points re´duits. Soit X la sous-varie´te´ de PN ×A1 d’e´quation G(x0, x1, tx2) = 0.
C’est une famille plate d’hypersurfaces de PN , triviale de fibre X au-dessus de
A1 \{0}, et telle que X0 est re´union re´duite de d hyperplans distincts L1, . . . , Ld
s’intersectant le long d’un espace line´aire commun L : x0 = x1 = 0.
On note Z ⊂ PN × A1 × He la famille parame´trant les Zt,H = Xt ∩ H et
q : Z → A1 × He la projection canonique. Soit F le sous-ensemble de A1 ×He
constitue´ des (t,H) tels que Zt,H n’est pas irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit
de codimension 1 dans Xt. On note U l’ouvert de A1 × He ou` Xt ∩ H est de
codimension 1 dans Xt. Comme le polynoˆme de Hilbert de ses fibres est constant,
en appliquant le crite`re III 9.9 de [8], on voit que qU : q
−1(U) → U est plat.
Soit alors U ′ le sous-ensemble de U constitue´ des (t,H) tels que Xt ∩ H est
irre´ductible et ge´ne´riquement re´duit. Il est ouvert par 1.1. Par conse´quent, F ,
qui est le comple´mentaire de U ′ dans He, est ferme´. Soit F
′ la re´union des
composantes irre´ductibles de F dominant A1. Comme X est triviale au-dessus
de A1 \ {0}, c’est aussi le cas de F ; ainsi, F et F ′ co¨ıncident au-dessus de
A1 \ {0}.
On va montrer que F ′0 ⊂ G1 ∪ G2 ∪
⋃
iF
igr
e (Li), ou` G1 est l’ensemble des hy-
persurfaces contenant L et G2 l’ensemble des hypersurfaces dont l’intersection
avec L est eS. Admettons dans un premier temps cette inclusion. Quand e ≥ 2,
codimHe(F
igr
e (Li)) =
(
e+n−1
e
)
− n par 2.2, et codimHe(G1 ∪ G2) =
(
e+n−1
e
)
− 1.
Ainsi, codimHe(F
′
0) ≥
(
e+n−1
e
)
− n. Par proprete´ de p1 : F
′ → A1, la dimen-
sion de ses fibres est semi-continue supe´rieurement, et il existe t 6= 0 tel que
codimHe(F
′
t) ≥
(
e+n−1
e
)
− n. Mais, F ′t = Ft = F
igr
e (Xt), ce qui permet de
conclure car Xt est projectivement e´quivalente a` X .
Quand e = 1, codimH1(F
igr
1 (Li)) = n+ 1 et codimH1(G1 ∪ G2) = n− 1. On
conclut en raisonnant identiquement.
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Etape 2 : Changement de base.
Il reste a` prouver l’inclusion admise ci-dessus. On raisonne par l’absurde en
choisissantH ∈ F ′0 telle que H /∈ G1∪G2∪
⋃
iF
igr
e (Li). Ceci implique que X0∩H
est re´duit et a exactement d composantes irre´ductibles distinctes Hi = Li ∩H
(il n’y a pas de points immerge´s car X0 ∩H est intersection comple`te).
D’une part, H appartient a` une composante irre´ductible de F qui domine
A1, et d’autre part, comme H /∈ G1, (0, H) ∈ U . On peut donc trouver une
courbe inte`gre B, un morphisme f : B → F ∩ U tel que p1 ◦ f : B → A1
soit dominant, et un point b ∈ B tel que f(b) = (0, H). On note ZB ⊂ XB le
tire´ en arrie`re de Z ⊂ X × He par f : B → A1 × He. Comme f est a` valeurs
dans U , par changement de base, qB : ZB → B est propre et plat. Comme
Zb = X0 ∩ H est re´duit, en appliquant [6] 12.2.4 (v), et quitte a` restreindre
B, on peut supposer les fibres de qB ge´ome´triquement re´duites. Or, q e´tant a`
valeurs dans F , les fibres de qB ne sont pas ge´ome´triquement inte`gres. Elles sont
donc ne´cessairement ge´ome´triquement re´ductibles. Quitte a` remplacer B par un
reveˆtement, on peut alors supposer que la fibre ge´ne´rique de qB est re´ductible,
c’est-a`-dire que ZB est re´ductible. Finalement, en normalisant, on voit qu’on
peut choisir B lisse.
Dans la suite de la de´monstration, on va obtenir une contradiction en mon-
trant l’irre´ductibilite´ de ZB.
Etape 3 : Irre´ductibilite´ de ZB.
Comme H /∈ G2, H contient un point ferme´ P ∈ L \ S. Ainsi, P ∈ Zb =
X0∩H . Soit Z une composante irre´ductible de ZB contenant P . Par dimension,
qB : Z → B est dominante, donc plate. Admettons un instant que Z contienne
les d composantes irre´ductibles H1, . . . , Hd de Zb. Alors, si b
′ ∈ B,
deg(Zb′) = deg(Zb) par platitude
= deg(Zb) car Zb = Zb
= deg(Zb′) par platitude.
Comme Zb′ et Zb′ sont de meˆme dimension, et qu’on a une inclusion, cela
implique Zb′ = Zb′ , soit Z = Z. Ce qui contredit la re´ductibilite´ de Z.
Il reste a` prouver l’assertion admise ci-dessus : on doit montrer que Hk ⊂ Zb
pour 1 ≤ k ≤ d. C’est ce qu’on va obtenir dans la suite, comme conse´quence
du the´ore`me de Ramanujam-Samuel. Dans l’e´tape suivante, on introduit les
varie´te´s auxquelles on pourra appliquer ce the´ore`me.
Etape 4 : Normalisation.
Conside´rons la sous-varie´te´ Γ de P2 × A1 d’e´quation G(x0, x1, tx2) = 0.
La projection depuis S induit pi : X \ S → Γ, lisse car de fibres des espaces
affines AN−2. La projection pr2 : Γ → A1 est triviale de fibre C au-dessus de
A1 \ {0}. Au-dessus de 0, elle est lisse sauf en le point Ω = [0 : 0 : 1] : en effet,
pr−12 (0) est constitue´ de d droites D1, . . . , Dd s’intersectant en Ω. Remarquons
que pi−1(Dk) = Lk \ S.
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En tirant en arrie`re X \ S
pi
→ Γ
pr2
→ A1 par p1 ◦ f : B → A1, on obtient
XB \ SB
piB→ ΓB
pr2,B
→ B. On identifie Ω et Dk aux sous-varie´te´s correspondantes
de (ΓB)b = Γ0, et P et Lk\S aux sous-varie´te´s correspondantes de (XB \SB)b =
(X \ S)0.
Notons ν : Γ˜B → ΓB la normalisation de ΓB. Comme Dk \ Ω est dans le
lieu lisse de ΓB, au-dessus duquel ν est un isomorphisme, on peut conside´rer
la transforme´e stricte de Dk dans Γ˜B : on la note encore Dk et on notera
ik : Dk → Γ˜B l’inclusion. Montrons que Ω a un unique ante´ce´dent Ω˜ dans
Γ˜B. D’une part, les composantes irre´ductibles de (Γ˜B)b sont exactement les
ik(Dk)1≤k≤d, de sorte que ν
−1(Ω) est constitue´ des ik(Ω)1≤k≤d. D’autre part,
comme la fibre ge´ne´rique de pr2,B ◦ ν est la normalisation de C qui est connexe,
[6] 15.5.9 (ii) montre que (Γ˜B)b est connexe. Ceci n’est possible que si ik(Ω) ne
de´pend pas de k : on note ce point Ω˜.
On tire en arrie`re ν par piB pour obtenir W muni de deux projections p˜i et
ν′ respectivement sur Γ˜B et XB \ SB. Tirant en arrie`re ik par p˜i, on obtient
i′k : Lk \S →W, qui est la transforme´e stricte de Lk \S. Comme Ω a un unique
ante´ce´dent par ν, P a un unique ante´ce´dent par ν′, e´gal a` i′k(P ) pour tout k,
qu’on note P˜ .
Le diagramme carte´sien de varie´te´s pointe´es ci-dessous re´capitule les construc-
tions effectue´es :
(Lk \ S, P )
i′k
//
pi

(W, P˜ )
ν′
//
p˜i

(XB \ SB, P )
p′
//
piB

(X \ S, P )
pi

(Dk,Ω)
ik
// (Γ˜B, Ω˜)
ν
// (ΓB ,Ω)
p
//
pr2,B

(Γ,Ω)
pr2

(B, b)
p1◦f
// (A1, 0)
Etape 5 : Application du the´ore`me de Ramanujam-Samuel.
Comme H /∈ G1, Zb ne contient pas L. Ainsi, Z n’est pas inclus dans le lieu
ou` ν′ n’est pas un isomorphisme, et on peut conside´rer sa transforme´e stricte
W dans W. Par proprete´ de ν′, ν′(W ) = Z, et on a donc P˜ ∈ W .
Remarquons que comme Zb ne contient pas L, W ne contient pas p˜i
−1(Ω˜).
On peut donc appliquer le the´ore`me de Ramanujam-Samuel sous sa forme [7]
21.14.3 (i) au morphisme lisse de base normale p˜i : W→ Γ˜B et au diviseurW de
W en le point P˜ . Ainsi, W est de Cartier dans W en P˜ . En particulier, comme
W rencontre Lk \S en le point P˜ , W rencontre Lk \S en un diviseur de Lk \S.
Cela signifie que Z rencontrait Lk en un diviseur de Lk, ne´cessairement e´gal a`
Hk. C’est ce qu’on voulait montrer.
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3 Minoration de la codimension de F inte (X)
L’objet de cette partie est de de´duire le the´ore`me 0.5 du the´ore`me 0.4.
Comme ces e´nonce´s sont insensibles a` l’extension des scalaires, on fera l’hy-
pothe`se que K est alge´briquement clos.
Il faut controˆler les points immerge´s qui apparaissent lorsqu’on intersecte X
avec une hypersurface.
Lemme 3.1. Soit X un K-sche´ma de type fini re´duit. Alors X ne contient
qu’un nombre fini de points de profondeur 1 et de codimension ≥ 2 dans X.
Preuve. La fonction coprof(x) = dim(OX,x) − prof(OX,x) est semi-continue
supe´rieurement sur X par [6] 12.1.1 (v).
Notons Fn le ferme´ {x ∈ X | coprof(x) ≥ n}. Par positivite´ de la profondeur,
les points de Fn sont de codimension ≥ n. Si n ≥ 1, Fn ne contient pas de points
de codimension n. En effet, un tel point ve´rifierait prof(x) = 0, et [4] chap. 0,
16.4.6 (i) montre que ce serait un point immerge´ de X .
Ainsi, pour n ≥ 1, les points de Fn de hauteur n+1 sont des points ge´ne´riques
de composantes irre´ductibles de Fn, et ils sont donc en nombre fini. Les points
de X de profondeur 1 et de codimension ≥ 2 sont exactement la re´union de tous
ces points pour n ≥ 1, et sont donc en nombre fini.
Lemme 3.2. Soit X ⊂ PN une sous-varie´te´ de dimension ≥ 2. Notons x1, . . . xr,
ses points de codimension ≥ 2 et de profondeur 1, qui sont en nombre fini par
le lemme 3.1.
Alors si H ∈ He ne contient pas X, les points immerge´s de X ∩ H sont
exactement les xi appartenant a` H.
Preuve. En effet, par [4] chap. 0, 16.4.6 (i), les points immerge´s sont exacte-
ment ceux de profondeur 0 et de codimension ≥ 1. Il suffit alors de remarquer
que lors d’une section non triviale par une hypersurface, codimension et profon-
deur chutent tous deux de 1.
Montrons a` pre´sent le the´ore`me 0.5 :
Preuve du the´ore`me 0.5. On conside`re les points de X de profondeur 1 et
de codimension ≥ 2. Notons y1, . . . , ys ceux qui sont ferme´s, et z1, . . . , zt les
autres. Soit Fi l’ensemble des hypersurfaces contenant yi et Gi l’ensemble des
hypersurfaces contenant zi.
Par le lemme 3.2, F inte (X) = F
igr
e (X) ∪
⋃
i Gi ∪
⋃
iFi. Or, dans He, Fi est
un sous-espace line´aire de codimension 1, Gi est de codimension ≥ e + 1 par la
proposition 2.3, et on minore la codimension de F igre (X) a` l’aide du the´ore`me
0.4. On en de´duit les minorations voulues.
Enfin, ces minorations sont optimales comme conse´quence de la preuve et
du fait que les minorations du the´ore`me 0.4 sont optimales. Plus pre´cise´ment,
voici des varie´te´s re´alisant les cas d’e´galite´ :
(i) Cas ou` X n’a pas de point de profondeur 1 et de codimension > 1 :
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(a) quand e = 1, un coˆne sur une courbe plane inte`gre.
(b) quand e ≥ 2, un espace line´aire.
(ii) Cas ou` X n’a pas de point ferme´ de profondeur 1 :
(a) quand n ≥ 3, une varie´te´ contenant un point de profondeur 1 dont
l’adhe´rence est une droite, mais pas de point ferme´ de profondeur 1 .
(b) quand n = 2 et e ≥ 2, un plan.
(c) quand n = 2 et e = 1, un coˆne sur une courbe plane inte`gre.
(iii) Cas ou` X posse`de un point ferme´ de profondeur 1 :
(a) une varie´te´ quelconque contenant un point ferme´ de profondeur 1.
4 Le the´ore`me de Bertini en famille
Comme application des re´sultats pre´ce´dents, montrons le the´ore`me 0.6.
Preuve du the´ore`me 0.6. Montrons (ii) : on proce`de de meˆme pour (i) en
utilisant le the´ore`me 0.4 a` la place du the´ore`me 0.5 (ii).
Soit F le sous-ensemble de V × He constitue´ des (v,H) tels que Xv ∩ H
n’est pas ge´ome´triquement inte`gre de codimension 1 dans Xv. Comme dans la
preuve en 1.2 du the´ore`me 0.1, et en utilisant [6] 12.2.4 (viii) a` la place de la
proposition 1.1, on montre que F est ferme´ dans V ×He.
Les fibres de p1 : F → V sont les p
−1
1 (v) = F
int
e (Xv) et sont donc de
codimension ≥ e − 1 dans He par le the´ore`me 0.5 (ii). La codimension de F
dans V × He est donc ≥ e − 1 = dim(V ) + 1. Ainsi, p2 : F → He n’est pas
surjective.
L’ensemble qui nous inte´resse est le comple´mentaire de l’image de p2, et
est donc non vide. Comme il est constructible par le the´ore`me de Chevalley,
il contient un ouvert non vide. Quand V est propre, F est e´galement propre,
et son image par p2 est ferme´e, donc de comple´mentaire un ouvert. Enfin, si
le corps K est infini, toute varie´te´ non vide a un K-point, d’ou` l’existence de
l’hypersurface de´finie sur K recherche´e.
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